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문제 1:  ″  ′   (30점)

(a) 위 미분방정식은   에서 정칙특이점을 가짐을 보여라.

(b) 위 방정식의 해를 구하라.

(답) (a) 제차미방의 경우 ″ 
 

′ 


  이다.

  
 

   


이므로

    
 

     


  lim
→

     lim
→

  

따라서 미분방정식은   에서 정칙특이점을 가진다.

(b) 먼저 제차미분방정식의 해를 구해보자

  
  

∞


   , ′  

  

∞

 
    

″ 
  

∞

   
    


  

∞

   
    

  

∞

   
     


  

∞

 
    

  

∞

 
      

  

∞


    

∴  
  

∞

  
      

  

∞

  
    

차수를 맞추면 (→로 바꾸고 뒤의 항에서  →  로 바꿈).

  항은 비교 항이 없으므로 단독으로 정리한다.

 
    

  

∞

  
     

  

∞

  
      

결정방정식은   항은 0이 되어야 하는 조건에서

   →      (중근)

그리고 나머지 항에서    을 구한다.

                      ⋯

∴        ⋯≡

∴    
  

∞


  

  

∞

 


한 해를 이용하여 다른 해 구하기 (″′   )

′  





 

   

″ 
 

′ 


  

  
 

 


 

 
 ln   ln  ln 

∴′  





  

  
ln 



 



⇒  

  ln

   
 ln

따라서 제차미방의 해는   


 

ln
이다.

특수해를   
  

∞


  이라 두면

 
  

∞

  
      

  

∞

  
    

최소차수를 비교하면 (  )

 
      → ∴    



 
  

∞

  
    

  

∞

 
    

그리고 나머지 항에서    을 구한다.

                      ⋯

∴        ⋯≡ 


  
  

∞


       

 ⋯

 


   ⋯ 



  


 
ln

 


문제 2. 아래 그림과 같은 경계조건을 가진 정사각형의 hot plate에
서의 온도분포를 구하라. (35점)

(답)



 



 

           

경계조건 

          

          

※ 편미분방정식을 풀지 않더라도 이 문제의 해는 경계조건을 보면

∼ sinh sin가 되어야 함을 짐작할 수 있다.

   을 대입하면

  ″  ″

양변을 로 나누면


 ″


 ″

 

 ″     ′      

 ″            

에 관련된 경계조건이 간단하므로 이를 먼저 푼다.

 ″    에서 (경계조건;      )

(i)   인 경우

 ″ 

→     

경계조건에서     

    에서   이므로 해가 될 수 없다.

(ii)   인 경우 (  )



 ″  

→    cos  sin 

경계조건;     

   sin  에서   →∴  이다.

∴      sin 
(iii)   인 경우 (  )

 ″   

→    cosh  sinh 

경계조건;     

   sinh≠ 이므로 해가 될 수 없다.

따라서 고유치와 고유함수는

      cos     ⋯

 ″   에서    을 대입하면

 ″    가 된다.

   cosh   sinh 
경계조건;      → ∴   sinh

  에서

   sinh sin   ⋯

따라서 일반해는

  
  

∞

  
  

∞

 sinh  sin

마지막 경계조건   를 이용하면

    
  

∞

 sinh  sin
양변에 sin를 곱하여 적분하면






 sin 




 sinh  sin sin이 된다.




sin  sin  
 for 을 이용하면

 

sinh 
 cos

 sinh 
    

을 얻는다. 따라서 해는

  
 

  

∞

sinh 
    sinh sin 이다.

문제3. 현의 진동에서 파의 전파속도는 라고 한다.   에서 그림과 같

은 초기조건과 초기 속도는 모든 위치에서 0이라고 한다. 그리고 양끝은

항상 고정되어 있다. 위의 현의 진동에 대한 해를 구하라. (35점)

(답) 

 

 




 

; vibrating string (끝점 고정)

         
      

 


     ; 초기조건

      ; 경계조건 (끝점 고정)

  을 대입하면

  ′′   ″

양변을 로 나누면


 ″

 



 ′′

 

∴ ″    ←       

 ″   ←    ′  

끝점이 고정되어 있으므로 sin함수가 해가 되어야 하므로     인

경우만 가능하다.

  인 경우 (  )

 ″  

→    cos  sin

경계조건에서      ∴   →    sin
   sin  

∴   →   
 



  ⋯

따라서 고유치와 고유함수는

  
 



   sin


    ⋯

시간에 대한 함수는

 ′′ → ∴   cos
 

  sin
 

따라서 일반해는 중첩원리에 의해

  
  

∞

  
  

∞

 cos
 

 sin
  sin


(1)

     ⋯

위의 해는 초기조건을 만족하여야 한다.




    에서   임을 알 수 있다. 따라서 해는

  
  

∞

 cos
 sin


이다.

이 해의 양변에 sin


을 곱하여 초기조건

         
      

을 적용하면






 





  

∞

 sin


에서






 sin


 




  sin








  

∞

 sin
 sin




이 된다. 위식의 왼쪽 적분은 부분적분을 하면 
 

 sin

를 얻을 수

있다. 그리고 오른쪽은 sin 함수의 직교 조건인




sin
 sin


  

 for 을 이용하면 

을 얻는다. 따라

서  

 sin


를 얻는다. 따라서 최종적인 해는

  
  

∞


 sin

 cos
 sin



 

 


sin

 cos


 

 sin

 cos


 

 sin

 cos


⋯







※




 sin







  sin




 
 

 sin




  cos




  cos 
 

 sin



  cos



  


cos cos

 

 

 
 sin



  

 


sin


 

 sin


 

 sin

 



  


