
I. 미분방정식

상미분방정식(ordinary differential equation)

편미분방정식(partial differential equation)

계수 (order): 미분한 횟수

차수 (degree): 미분한 함수의 차수

Ex) ′  : 1계 1차 상미분방정식

    ″  sin : 2계 1차 상미분방정식

   ″′  : 2계 2차 상미분방정식

1. 미분방정식의 해 (solution)

미분방정식에 대입하면 방정식이 만족되는 것

일반해 (general solution) : 계수만큼 상수를 가진 해

특수해 (particular solution) : 임의의 상수에 특정한 값을 대입한 해

특이해 (singular solution) : 특수해가 아닌 해

Ex)   
은 ′ 의 해

    대입하면    →   ←∵  



Ex)   



은 ′′  의 해

    ′ 


을 대입하면 만족된다. 일반해는   인데 어떤 값을  

    에 넣어도   



을 얻을 수 없다.   



는 특이해이다.

2. 미분방정식의 형성

Ex) 원군 (circular group) :   

    미분하면 ′  → ′ 


 (접선의 기울기) 또는

    ′가 위 원군의 미분방정식이다. 

Ex)   

    미분하면 ′ →  ′
    또는 원래의 식에 이를 대입하면

    ′   → ′  



3. 방향장 (direction fields)

접선장(slope field) : ′


  ; 위치에서의 접선

Ex) ′ 

    해는   


4. 경계조건 문제 (boundary value problem)

′  : 무수히 많은 해를 가짐

경계조건 :    → 하나의 해로 특정함

(경계조건 문제) Ex) ′           



II. 1계 미분방정식

1. 변수분리형

(a) 기본형

′


 또는   

따라서 해는  

Ex) ′  → 

      →∴ 





Ex) ′   

    


 → ln 

    경계조건     을 대입하면 ln  →∴  

    ln  →∴ 




(b) ′ 
 의 형태  ←동차형

 


→  →′′

대입하면 ′  →





 : 변수분리형

Ex) ′ →′






       → ′′

    원래의 미분방정식에 대입하면 ′ 





 




    ′이므로 






 : 변수분리

     → 라고 두면 





에서

    ln   ln ′lnln

    ∴  


→ 




 


→∴ 

 


  



    중심 

 이고 반지름이 


인 원의 방정식이다.



(c) ′ 의 형태

  라고 두면 


 ′  ←∵′ 




 : 변수분리형

Ex) ′  

    ′






      라고 두면 ′ ′→′

′

   ∴

′



→ ′



   


   ←


 






    ∴ 


   



    



   →




ln 
 

      을 대입하면

     ln  ′



(d) 응용문제

Ex) 방사능 동위원소: 반감기: 1000년 

      →


→ln →∴ 

   초기조건     →   

   ∴


   반감기     


→




 →∴

ln

   ∴


ln


   


가 되는데 걸리는 시간 :

   






ln


→∴ ln

ln
   

Ex) Newton의 냉각법칙 : 외부온도: 25oC

   


  →


 →ln  

   ∴ ′
   초기조건: (i)            

                 ′× → ′→   

경계조건: (ii)      

                →∴→  

               일 때의 온도는? 



                ×   

Ex) 지구이탈속도

만유인력: 




 



→  




 


 





 


→∴







→ 





∴





 ←





  : 에너지 보존칙;   

경계조건:  에서    

→







  


 

   ←  
 


  →∴ 






∴










 




 








 








 

 




→∞에서 지구탈출이면 

→∞ 
  →  ≅sec



Ex) 


 → 













 → 


ln

 




  ′




→∴ ″







       →


 → 

          →∴ 

초기조건:      

  ″


→″ 



∴  
 










→∞  


 :종단속도 (terminal speed):  



  가 되는데 걸리는 시간

  
 






→


ln

  


ln





2. 완전미분형

(a) 완전미분의 조건

   : 변수분리가 되지 않음           (1)

    : 완전미분

위 조건을 만족하는 가 발견되면 그 해는   가 된다.

 





이므로

   을 만족한다면




  


가 된다.








 
 




 
이고



 


 
이므로

 


 


                                           (2)

을 만족한다. 따라서 위 조건이 만족되면 식 (1)이 완전미분이 된다. 

즉, 식 (1)이 완전미분이면 식 (2)의 조건이 필요하다 (필요조건).

다음에는 식 (2)가 만족되면 식 (1)은 완전미분이 되는 충분조건이 되

는지 보도록 하자.




이 되는 를 고려하자.



 




식 (2)가 만족되면 (


 


)



 



이므로 이 식을 에 대해 적분하면 (는 고정)




 ′



을 얻는다.  의 함수에 대해

 





 ′

 ′ ′
  

이므로 식 (1)은 완전미분이 된다.

Ex)   




  


  : 완전미분형

완전미분이면  





인 가 존재한다.




 → 








∴


 ′ ⇐ →∴′  →  




따라서   









←∵ 

  에서  이므로 해는 









 

Ex)   




  


  : 완전미분형

완전미분이면  





인 가 존재한다.






 →  





∴


 ′ ⇐→∴′  →  




따라서   






←∵ 

  에서  이므로 해는 






 

(b) 적분인자

  가 완전미분은 아니지만 적당한 함수 를 곱하면 

완전미분이 될 수 있다. 이때 을 적분인자 (integrating factor)

라고 부른다. 

(정리 1)   에 대하여   

 




 가 만의 

         함수이면  


가 적분인자가 된다.

(pf)   는 완전미분방정식이다.














 






 


가 만의 함수이면 


 이다.



따라서 


 





이고 양변을 으로 나누면







 

′









′
 

 




  →ln→∴ 


(기본적인 전미분형)


 


 

 


Ex)   




  


 : 완전미분형이 아님

  

 




 


  



 





 
ln

 








을 양변에 곱해주면 






  

  





 

  →

 

  →∴


 


 

Ex)   




  


 : 완전미분형이 아님



  

 




 


  



 





 
ln

 








을 양변에 곱해주면 

    




 




→




∴





′ ⇐ 


→∴′  →  

따라서   


←∵ 

  에서  이므로 해는 


 

(정리 2)   에 대하여   

 




 가 만의 

         함수이면  


가 적분인자가 된다.

Ex)   




  


 : 완전미분형이 아님

  

 




 


  





 





 
ln  








을 양변에 곱해주면 


 



  




   →


 →∴



  

Ex)   




  


 : 완전미분형이 아님

  

 




  


 

 


 


을 양변에 곱해주면 

  




 → 

∴




′ ⇐ 


 →∴′ 


 
 

′  




 ′  

   

따라서    ←∵ 

  에서  이므로 해는 

  



(정리 3)   에 대하여  

 




 이면 

          


가 적분인자가 된다.

(정리 4)   이 동차방정식이고 ≠이면

         


이 적분인자가 된다.

(pf) 이 차 동차(차수가 모두 같음, ex. )이면 

   인데 양변을 미분하면 

   ←≡



→인 경우  이 만족된다.

위의 증명은 





  가 완전 미분방정식임을 보

이면 된다. 즉, 

 

 
 

 을 보이면 된다.



 

 


                       (1)



 

 


                       (2)

위 두식을 빼 주면 










  ←∵ 

따라서 


이 적분인자가 된다.

Ex)   

동차방정식이다. 따라서 적분인자는 














양변에 이를 곱하면









  
















→  


ln 


ln

∴








′





′ ←







따라서 ′  


→∴  ln

  


ln 


ln ln



  에서  이므로 해는 


ln 


ln ln  

또는   

3. 1계 선형 미방 해의 공식

′  

  인 경우 제차(homogeneous) 방정식이 된다.

  ←  



 




  


  

따라서 적분인자는  


이다.




′


  





 
′
 







 




해는   












Ex) ′  

    



  










    

Ex) ′tan  sin    

  tan    sin 

  
tan




tan
sin 





 lncos lncossincos 
 cos




cos


sincos






 coscos

coscos

     

아래 적분을 이용하였다.

tancos
sin




 ln cos 

←cos  sin 

  에서   을 구할 수 있다. 따라서 해는  coscos

Ex) ′  

′ 

 

  


   

  


 




 







 ln ln 
ln 



4. 기타 1계 미분방정식

(1)  ′


 

  라 두면 


 





  ′



∴


  : 1계 선형 미분방정식

Ex) 


  sin

   →


 





 






  sin

     sin

    
 




 
sin





  sin 
  sincos

 sincos

∴  ln sincos 


